
Beispiel (Barbashin und Krasovskii) 1

Betrachte V : R2 → R definiert durch

V (x1, x2) =
x21

1 + x21
+ x22.

und sei

ẋ1 = f1(x1, x2) = − 6x1
(1 + x21)

2
+ 2x2

ẋ2 = f2(x1, x2) = −2(x1 + x2)

(1 + x21)
2

.

Es gilt

LfV =
2x1

(1 + x21)
2

(
−6

x1
(1 + x21)

2
+ 2x2

)
+ 2x2

−2(x1 + x2)

(1 + x21)
2

= − 12x21
(1 + x21)

4
+

4x1x2
(1 + x21)

2
− 4x2(x1 + x2)

(1 + x21)
2

= − 4

(1 + x21)
2

(
3x21

(1 + x21)
2

+ x22

)
.

Somit ist V positiv definit und LfV negativ definit, d.h. die (einzige) Ruhelage 0
des Systems ist asymptotisch stabil.
Betrachte die Kurve x2 = 2

x1−
√
2
. Es gilt

lim
x1↓
√
2

2

x1 −
√

2
=∞, lim

x1>
√
2, x1→∞

2

x1 −
√

2
= 0.

Die Steigung der Tangenten entlang der Kurve ist

dx2
dx1

= − 1

1−
√

2x1 + x2
1

2

.

Entlang der Kurve gilt

f2(x1, x2)

f1(x1, x2)
|x2=

2
x1−
√
2

= − 1

1 + 2
√

2x1 + 2x21
.

Somit gilt
f2(x1, x2)

f1(x1, x2)
|x2=

2
x1−
√
2
>

dx2
dx1

.
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D.h. entlang der Kurve zeigt das Vektorfeld immer in das durch die Kurve
abgetrennte Gebiet. Somit verlaufen die Lösungen der Dgl in dem durch die
Kurve abgetrennten Gebiet und können dieses nicht in Richtung der Achsen
verlassen. Damit gibt es Lösungen die nicht in den Ursprung konvergieren. Das
heißt obwohl V positiv definit und LfV negativ definit ist, gibt es instabile
Lösungen. Damit ist das System nicht global asymptotisch stabil.

Illustration der Phasenkurven und der Höhenlinien:
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